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I. INTR~DUCTI~N 
Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe et soit h une sous-algebre 
de Cartan de g. Soit R le systeme de racines de la paire (g, h). Soit a une 
sous-algebre de h et soit R l’ensemble des restrictions non nuiles des elements 
de R a a. Si (L E R nous designerons par d sa restriction a a. La restriction d 
est dite non divisible si elle n’est pas de la forme CT: c E Z, c > 1, y E R. Soit 
R,,, I’ensemble des racines restreintes non divisibles. La restriction 5 est dite 
non multipliable si cd G R pour tout c E Z, c > 1. Soit R,,,,, l’ensemble des 
racines restreintes non nultipliables. En general R,,, et Iin,,, ne sont pas des 
systemes de racines. I1 en est cependant ainsi lorsque a est la complex- 
ification de la partie deployee d’une sous-algebre de Cartan d’une forme 
reelle de g. 
Soit done g,, une forme rtelle de g et soit g,, = f + p une decomposition de 
Cartan de go. Soit a, une algebre abelienne maximale contenue dans p et soit 
ho une sous-algebre de Cartan de go contenant a,. On complexifie ces 
donntes: lj = ho @ 6, a = a, @ G. 11 est bien connu que dans ce cas R est un 
sysdme de racines (eventuellement non reduit). 
Soit li/ une base de R adaptee a a, c’est-i-dire: 
(a) 8={aE~]~=O}estunebasedeR,=(aER]d=O}. 
(b) ~,?=(a]aEv-19}estunebasedeR. 
Soit I+?~~ = (vn Rn,,,) u {2E ] 6 E W, 26 E R). Cet ensemble W,,,,, est une 
base de R,,. 
Pour a E R on pose g” = {XE g, [H, X] = $H)X, VH E a}. 
Pour chaque E E i+?,,,, choississons un element non nul X, dans g” n g,,. 
Alors un resultat de Bore1 et Tits [ 1, Thioreme 7.21 dit qu’il existe une 
unique sous-algebre semi-simple complexe 5 de g, d’algibre de Cartan a, de 
systeme de racines R,,,,, telle que pour tout 6 E I+?,,,,, 5” ait pour base X,. 
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(Le rbsultat de Bore1 et Tits est enonce en termes de groupes mais la 
transcription est immediate.) 
Rappelons aussi un autre resultat concernant des racines restreintes, du a 
Schattschneider. Soit i nouveau a c h une sous-algebre de g. Soit P(R) I’en- 
semble des poids et soit P(R), I’ensemble des poids qui sont nuls sur a. Un 
ordre lineaire sur P(R) est un P(R),-ordre si 
XI.Xz~fv-v)o~ XI >o. Xz>O~X,fXzEP(R)-P(R),. 
Une base de R correspondant a un P(R),-ordre est appelee une P(R),-base. 
Soit I// une P(R),-base, on designe par I+? I’ensemble des restrictions non 
nulles des elements de v/ a a. La sous-algebre a est dire admissible si pour 
toute P(R),-base IC/ les elements de tj? sont lineairement independants sur (0. 
Soit v une P(R),-base et soit 0 l’ensemble des elements de w qui s’annulent 
sura.SiaE~onposeW,=8U(pEyl,p=(1). 
Soit R, le sous-systeme de racines de R correspondant a v/,, soit W, le 
groupe de Weyl de R, et soit w, I’element de plus grande longueur de W, 
(I~‘~v/~ = -w,-). Si W designe le groupe de Weyl de R, on dtsigne par w le 
groupe d’automorphismes de a induit par les elements de W qui laissent 
stable a. Schattschneider a alors demontre [ 11, thtoreme 2.61 que si a est 
admissible, En, est un systime de racines de base IJ et de groupe de Weyl I?’ 
si et seulement si ~~~(8) = -0 pour tout Cc E tji. 
II est facile de voir que les sous-algebres a provenant d’une forme reelle 
sont du type de Schattschneider. 
Dans le travail ci-dessous, nous allons decrire une classe de sous-algebres 
a d’une sous-algebre de Cartan h telles que 
( 1) I?,,, soit un systeme de racines. 
(2) Si g” = (XE g, [H,X] =6(.14)X VHE a}, il existe pour tout 
19 E I+? un element X, E g” et un element X-, E g -’ tels que la sous-algebre 
G engendree par les X,, soit semi-simple. d’algebre de Cartan a, de systeme 
de racines I?,,. 
Ici. contrairement au resultat de Bore1 et Tits, la sous-algebre 6 sera associee 
i End et non a R,,. Les sous-algebres a qui nous interesseront (ce seront les 
centres de parties rtductives de certaines sous-algebres paraboliques) vont 
evidemment etre du type de celles etudiees par Schattschneider, mais comme 
on le verra ci-dessous, ces dernieres ne permettent pas toujours de construite 
une sous-algbbre ayant les proprietts requises. 
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2. ESPACES PRI~HOMOG~NES DE TYPE PARABOLIQUE 
Soit G un groupe lineaire algebrique connexe defini sur (C et 
p: G + GL( V) une representation de G dans un espace vectoriel V de 
dimension tinie. On dira que (G,p, V) (ou (G, V) s’il n’y a pas d’ambiguite 
sur la representation) est un espace vectoriel prehomogene s’il existe dans 1’ 
une G-orbite Zariski-ouverte. I1 est facile de voir que la notion d’espace 
prehomogene est en fait une notion infinitesimale et que (G,p, V) est un 
espace prihomogine si et seulement si il existe x E V telle que I’application 
X + &(X)x de l’algebre de Lie g de G dans v soit surjective (dp &ant la 
representation derivte de p). 
Si G est reductif, un espace prehomogene (G, V) est dit regulier si le sous- 
groupe d’isotropie d’un point de la grosse orbite est reductif. Les espaces 
prehomogenes irreductibles dont le groupe est reductif et qui sont reguliers 
ont ete classifies par Sato-Kimura dans [IO]. Now renvoyons a cette 
reference pour toutes les g&&alit& concernant les espaces prehomogenes. 
Une classe importante d’espaces prehomogtnes est associee aux sous- 
algebres paraboliques des algebres de Lie semi-simples par la construction 
suivante. Soit g. h, R. v/, W les objets definis dans le paragraphe 1. Soit 
8~ v une partie de w et soit (0) l’ensemble des racines qui sont combinaison 
lineaire d’elements de 0. Si R ’ designe l’ensemble des racines positives par 
rapport a v on pose (@+ = R ’ n (@. 
Soitt),=8-=(HEt).a(H)=OVaE8}. 
Soit I, = centralisateur de he dans g 
= b + C&O) 9” (oti les g” sont les espaces radiciels usuels). 
L’algebre I, est une sous-algibre reductive dans g dont le centre est hH. 
Posons A + = R + - (8) +. Soient 
n,= \‘ ga et \‘ n n,= _ 9. 
mEA+ nC-l+ 
Alors pe = I, + n, est une sous-algebre parabolique (standard) de g. Si 
a E R, on designera par 6 sa restriction a he et son posera g” = {X E g, 
[H, X] = E(H)X, V H E he}. On a alors la decomposition: g = hs + xnER 9”. 
Soit He l’element de he defini par les equations: a(@) = 0 si a E 8 et 
a(He) = 2 si a E w - 19. Pour p E T on pose d,(B) = (X E g, [He, X] = 2pX). 
Alors g = rPEL d,(B) et [d,(B), d,(S)] c di+j(S), autrement dit, on obtient 
ainsi une L-graduation de g. On a d,(B) = I, et d,(B) = x:nEB-8 9”. 
TH~OR~ME 2.1 (Vinberg [ 141). Soit G le groupe adjoint de g et soit L, 
le centraiisateur de be dam G, alors la reprksentation (LO, di(e)) n’a qu’un 
nombrefini d’orbites dans d,(S) (pour tout i E Z). 
En particulier done, (L,, d,(B)) est un espace pre’homogtine. 
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Remarque 2.2. Soit N, le sowgroupe connexe de G correspondant a n, 
et soit P, = L, . N, le sous-groupe parabolique associe a pe. Richardson [ 7 ] 
a demontri que (P,, ns) etait prehomogene. L’orbite ouverte de cet espace 
prehomogene est appelee orbite de Richardson. Comme n, = d,(B) @ 
[n,, n,], on obtient immediatement que la projection de l’orbite de 
Richardson sur d,(0) suivant cette decomposition est ouverte et est une 
orbite de L, dans d,(8). Ceci montre que (L,, d,(0)) est prehomogene mais 
ne donne pas la tinitude du nombre d’orbites. 
Nous allons nous interesser aux representations (I,, d,(B)). La question de 
I’irreductibilite de cette representation est riglie par le lemme facile suivant 
dont nous laissons la demonstration aux soins du lecteur. 
LEMME 2.3. La reprksentation (le. d,(e)) est irrkducible si et seulement 
si la sous-algibre ps est maximale, c’est-d-dire si Card(yl - 0) = 1. 
La question se pose alors de savoir quand I’espace prehomogene irreduc- 
tible (le, d,(8)) est regulier. Ce probleme a ete resolu independamment par 
Kac et l’auteur. 
THF~OR~ME 2.4 (Kac 161, H. Rubenthaler [S]). Soit Card(v- 8) = 1. 
Alors respace prPhomogPne (I,, d,(8)) est kgulier si et seulement si ii existe 
XE d,(0) et YE d-,(8) tel que (Y, He, X) soit un slz-triplet. 
(Voir par exemple [ 3, Chap. VIII, 9 1 I ] pour les generalites concernant les 
s/,-triplets.) 
Remarque 2.5. (a) Des exemples simples montrent que lorsque la 
representation (I,, d,(0)) n’est plus irreductible, la regularite de I’espace 
prehomogene n’implique plus I’existence d’un tel sf,-triplet. 
(b) Si un tel s/>-triplet existe. l’ensemble des points X qui conviennent 
est exactement I’orbite ouverte de d,(8). 
Si c1 est une racine, nous designerons comme de coutume par H, I’unique 
element de [g-“. g”] tel que a(H,) = 2. Les H, forment un systeme de 
racines inverse du systeme R. Nous identifierons w a son graphe de Dynkin, 
ce qui nous permettra de parler des composantes connexes des parties de v. 
Pour a E IC/ - 8. soit I+Y, la composante connexe de BU (a) contenant a et 
soit 8, = li/, - 
equations 
{a}. On definit un element Hz de xi.tw, mi . H? par les 
a(Hz) = 2 et y(Hz) = 0 si 7 E 8,. 
Soit A,+ = (w,)’ - (0,)‘; on pose aussi 
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La structure de (I,, d,(Q) lorsque cette representation n’est pas irreducible 
est donnle par la proposition suivante: 
PROPOSITION 2.6. (a) g(a) = lo0 + n,” + 11;” esf une algkbre de Lie 
simple dont le graphe de Dynkin est y,. 
(b) pee = l,* + non est une sous-algGbre parabolique maximale de g(a). 
(c) d,(B) = x,nEmPO g” et g” =d,(e,) est pour a E ty - 0 un l,,,- 
module irrkductible. 
(d) Les e’lPments Hf (a E I,Y - 0) forment une base de be. 
De’monswalion. (a) I+Y, est connexe. done la sous-algebre de Lie associee 
a w, est simple. 
(b) PO est la sous-algebre parabolique de g(a) obtenue en “otant” 
I’unique raciie a a VI,. Elle est done maximale. 
(c) La premiere partie est evidente. L’irreductibilite decoule de (b) et 
du lemme 2.3. 
(d) Remarquons d’abord que Hff E he; pour cela, il faut montrer que 
/?(Hz) = 0 pour tout /I E 8 - 19,. D’apres la definition de VI,, deux racines 
p E 0 - 0, et 7 E v, n’appartiennent pas a la meme composante connexe de 
BU {a}. on en d&it que /?(H,) = 0. Comme HE = CYEO, cY. H,, on a bien 
Hz E he. Comme dim he = Card(v - 19) il reste a demontrer que les Hf sont 
lintairement indipendants. Soit k, le systeme de racines engendre par les H; 
(y E w,). Puisque y(Hf) > 0 pour tout y E I+Y,, on en deduit que HSf appar- 
tient a l’adherence de la chambre de Weyl de Zi,. On sait 12, Chap. VI, $ I, 
no 6. p. 1561 qu’une chambre est composie d’elements positifs par rapport a 
la base. D’oti Hz = C,,,, c,H, avec cY> 0, V y  E I//,. 
D’autre part a(Hfl) = 2 = C,,, c,,a(H,) et a(HJ < 0 si y# a. On en 
deduit que c, > 0. Supposons a pr&ent qu’il existe une combinaison lineaire 
des Hlf qui soit nulle: 0 = L-BPJC = LEw-H C&u,,H<, 
mod(C,, e C . H,). Cela implique que pu, c, = 0 pour tout a appartenant a 
I// - 0. On en diduit que p, = 0 puisque c, > 0. 
3. LES PARTIES ADMISSIBLES ET 
LES SOUS-ALG~BRES ASSOCI~ES. CLASSIFICATION 
Les parties 8 qui vont nous interesser sont telles que pour tout a E li/ - e 
l’espace prehomogene (1,” , g”) soit rtgulier. Ceci implique que (l,, d,(B)) est 
regulier mais inversement le fait que (l,, d,(8)) soit regulier n’implique pas 
que ses composantes irreductibles (I,, g”) soient regulieres. Au vu du 
theoreme 2.4 et de la proposition 2.6(b) on est amene a poser la definition 
suivante. 
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DEFINITION. Une partie 19 est dite admissible si pour tout u E ly - 0 il 
existe X, E g’. X_ n E g -’ tels que (X_,, Hz, X,) soit un s/?-triplet. 
La notion de partie admissible definie ci-dessus est sans rapport direct 
avec les sous-algebres admissibles au sens de Schattschneider (voir 
Section 1). Notons aussi que 8= 0 est toujours admissible. dans ce cas les 
espaces g” sont reduits aus espaces radiciels et les Hlf sont les H, usuels. 
On remarque immidiatement d’apres la definition que B est admissible si 
et seulement si pour tout (1 E IJI - 0, 8, est admissible dans I+v/, . Autrement 
dit, la classification des parties admissibles se ramene a la classification des 
parties admissibles telles que Card(y/ - 6’) = I (c’est-a-dire que pH est une 
sous-algebre parabolique maximale). 
Soyons plus p&is sur un exemple. 
Convenons d’entourer d’un cercle les sommets du graphe de Dynkin qui 
correspondent a des racines de rc/ - 8 et considerons la partie definie par le 
diagramme 
/- 
-\ . 
Les parties 8, de w, (pour (;I E ly - 0) sont alors les suivantes: 
Comme la seconde n’est pas admissible, 8 n’est pas admissible. 
Ce principe de classification est tres lie a certains principes de 
classification en thiorie relative des groupes algebriques reductifs (Tits [ 13. 
3.2.2, p. 461: Satake [9, p. I01 1. La classification des parties admissibles 8 
telles que Card(v - 0) = 1 se ram&e a la recherche des elements HE h qui 
sont des parties semi-simples de slz-triplets et tels qu’il existe u0 E v avec 
a,,(H) = 2 et a(H) = 0, pour tout u # a,. Dans le cas des algebres de Lie 
exceptionnelles, ces elements ont ete classifies par Dynkin [4, tables 16, 17. 
18. 19, 201. Dans le cas des algebres classiques, une liste explicite n’existant 
pas dans l-article de Dynkin. la classification des parties admissibles telles 
que Card(yl- 0) = 1 a ete obtenue en utilisant l’article de Sato et Kimura 
] lo]. La table qu’on trouvera plus loin donne la liste des parties admissibles 
des bases des systemes de racines des algtbres simples. On a alors le resultat 
suivant. 
TH~OR~ME 3.1. Soit 19 une partie admissible de IC/ et soit B la forme de 
Killing de g. Alors 
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(a) Pour tous a, /I E y - 0 les nombres 2B(Hft, Hz)/B(Hz, Hff) sent 
des entiers nkgatif ou nuls. 
(b) Les Pkments (X-,, Hz, X,)(a E v/ - 0) engendrent duns g une 
sous-algtibre 5 semi-simple dont be est une sous-algibre de Cartan. Les 
restrictions des &!ments de u/ - b’ d be forment une base du systime de 
racines de (6, be) et la base correspondante du systPme irwerse est constitutfe 
des Hft. 
Dkmonstration. La restriction de la forme de Killing a he est non 
deginerbe; elle est en fait definie positive sur la forme reelle de he engendree 
par les Hz, cela decoule de la demonstration de la proposition 2.6(d). 
Soit h, l’ilement de he tel que B(h,, H) = 5(H) pour tout HE bs. 
On a pour HEQ,: B(H, [X,, Xp,]) = -B(H, Hf) = E(H) B(X,, X_ ,-) = 
B(X,, Xp,) B(h,, H) = B(H, B(X,, Xm,) A,). D’ou [X,, Xm,] = -Hff = 
c - h, (c = B(X,, X-,)). Done 
2B(H: , H;) ZB(ch,, H;) 2ca(H;) _ 
B(HE, Hz) = B(ch,, HE) = 2c 
= a(Hi). 
Pour etablir (a) il reste done a dtmontrer que E(Hi) est un entier GO. Le slz- 
triplet (X-,, HE, X,) donne a g une structure de slz-module et X, est de 
poids E(HF), or les poids des sl,-modules sent-entiers. E(Hz) est done un 
entier. Supposons E(H;) > 0. Soit z = (ad X_,)“‘Hp X,. D’apres [ 12, th. 4b, 
Chap. IV] z est non nul et on montre facilement en utilisant l’identite de 
Jacobi que z est de h,-poids E - E(Hi)fl. Les restrictions des elements de 
v- 0 a he &ant lineairement independantes, un h,-poids. c’est-i-dire la 
restriction d’une racine a he, ne peut etre combinaison lintaire de deux he- 
poids E et j (a,P E w - 8) avec un coeffkient >O et un coeffkient <O. 
E - 6(H$? ne peut done etre un h,-poids. On en diduit que E(Hz) < 0. ce 
qui termine la demonstration de (a). On a done demontre que les Hz 
(a E v - 0) forment la base dun systeme de racines dans he et que les 
formes lidaires E constituent la base correspondante du systeme inverse. 
Soit Rrum8 le systeme de racines engendre par les E. Soit n(E, p) = E(Hg) 
les coeffkients de la matrice de Cartan de RWeH. Les generateurs (X-,, 
HE, X,) de ij verifient les relations: 
(1) [Hz, HE] =O, Va,pE v-8, 
(2) IX-,, X,] = 4&f:. Va,/3E w-e. 
(3) (Hft. X,] = n@, E) X,. Va,pE v-8, 
[Hff, X-,] = -n@. 6) X_,T. h.p~ w-e, 
(4) (ad X-a))n’B*“+’ XmE= 0 si a#/?, 
(5) (ad X& 
nt8.6) + I x, = 0 si U#jT. 
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Les relations (I), (2), et (3) sont ividentes. Demontrons la relation (4). Le 
sl,-triplet (X-,, Hz. X,) donne a g une structure de s/,-module. On a 
[X,.X-,] =0 et [Hi.XpE] = +I($, E)X-, d’apres les relations (2) et (3). 
ce qui signifie que X-, est un vecteur primitif de poids -+I@, a). Cet element 
de X, engendre done un slI-module de dimension -+I@, E) + 1. ce qui 
implique la relation (4). 
La relation (5) se demontre de maniere analogue. 
On a ainsi obtenu les relations bien connues qui constituent la presen- 
tation de Serre des algebres de Lie semi-simples. La demonstration de la 
semi-simplicite de 3 passe alors par les memes &apes que la demonstration 
de Serre du theoreme d’existence [ 12, Appendice page VI. 91 ou [ 5. p. 99 ]: 
nous ne la reproduisons pas. 
Rernarque 3.2. (a) I1 est facile de voir que Rum, = i?,,,. 
(b) Pour tout a E w - 0 l’automorphisme s, = cad ‘c . ead,‘mz . ead,‘n 
qui induit sur be la symetrie par rapport a a envoie n, sur n; (voir 
Proposition 2.6 pour les notations). On en dtduit que la soul-algebre”p, de 
g(u) est auto-opposee au sens de Borel-Tits [ 1. 4.91 et done que I’elemeni de 
plus grande longueur du groupe de Weyl Wn de v/, envoie 8, sur -0,. Ceci 
est evidemment la condition de Schattschneider (voir Section 1). 
II faut cependant remarquer que cette condition qui implique notamment 
we RNd est un systeme de racines n’est pas suffkante pour assurer I’existence 
d’une sous-algebre !j. Prenons par exemple pour g l’algebre simple Gz et pour 
IJI - 8 I’unique racine courte de la base. La sous-algebre parabolique associte 
a 19 est evidemment auto-opposee. mais il est facile de voir que la reprisen- 
tation (I,, d,(B)) correspondante est la representation naturelle de g/(2) dans 
1~1“ dont I’isotropie de l’orbite ouverte n’est pas reductive. D’apres le 
theoreme 2.4, B n’est pas admissible. 
(c) Supposons que 8 soit admissible et que pour tout Q E v - 0 la 
sous-algebre n, soit commutative (ou ce qui revient au meme que le coef- 
ficient de u dan”s la plus grande racine du systeme defini par v/, soit 1). alors 
on montre facilement que R = R,,. Supposons de plus que R soit irreduc- 
tible, dans ce cas R l’est egalement. Soit c un element de Coxeter de R, soit 
k, son ordre et soit (cl! le groupe engendre par c. II ressort de 12, Chap. VI. 
$ I 1 ] qu’il existe une bijection a + r, de yl - 8 sur les orbites de (c) dans R, 
que ces orbites ont chacune k, elements et que les elements de r, sont 
conjugues a E par le groupe de Weyl w de R. Comme M’g” = g”‘^ pour tout 
SE won a 
Card(R - (0)) = my1 dim g” = k, \‘ dim g” = k, . dim d,(e). 
eeR,d neo-8 
Ceci geniralise la relation bien connue Card R = k, . rang g, 
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La Table I ci-dessous donne la liste de parties admissibles dans les algibres 
simples. La Ike colonne indique le type de g, la 2’ colonne indique les 
racines de ly - 6’ (dans la nume’rution de N. Bourbaki [2, Planches I A IX\ 
ainsi que les kventuelles conditions supplimentaires, la 3’ colonne indique le 
type de I’algkbre 5 associke, ce dernier ayant ktk calcult cas par cas. 
TABLE I 
9 
A” 
B” 
c,, 
I 
2 
D” 
I 
2 
3 
E6 
I 
2 
3 
4 
5 
E, 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
IO 
I1 
I2 
13 
w-0 
n=(kt I)p- I, w-e= pl,.i=lp. 1 <l<k/ 
n>kp, (2k+ l)p<2nt 1. W-Q={a;.i=Ip. 1 <l<kI 
p pair, (2k + 1 )p < 2n. w - 0 = (a,. i = Ip. I < I < k t 
n=ik+I)p.k~O.W-B=(a,.i=Ip.I&I&ktIt 
n>kpt2, (2k+ l)p<2n, tj-B=(a,,i=Ip. l<l<k) 
npair,n=(k+I)p,p>l,W-8=(a,,i=Ip,l~I~ktI} 
w-e=w 
w-e= la,t 
w-O= (a2} 
w-O= (a,.a6t 
v-a= la,,u,t 
y-O= (a,.az.a3.a4.a!.a,t 
v-Q=la,t 
v-Q= ia,t 
v-B= ia4t 
v-e= ta,t 
w-O= ia0 
w-Q= ia,t 
w-e= la,t 
w-e= {a,,a,t 
v-e= {a,,a,t 
v-e= (a,.ae,) 
w-e= {a,.a,.a,t 
w-e= (u,.a?.aJ1a6) 
yl-e={a,.a,.a,.a,.a,.a,.a,t 
Table mire 
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8 
9 
10 
II 
2 
w-e= Ia,} A, 
c-e= (a>} .4 I 
v-8= ia:) A, 
w-e= l%l A, 
v-e= {all A, 
v-e= ia,t A, 
vB=ia,,a,I B, 
v-O= (a7.a,J G? 
y-O= (a,.ah} G? 
v-e= (a,,a6.a7.ant F, 
W-e=ta,,a,.a,.a,,a,,a,,u,.u,t E, 
w-e= la,t 
w-e= {aIt 
v-e= b,t 
w-e= {a,,a2t 
w-e= (a,,a,.a,.a,/ 
A, 
G: 
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